Q12 * Mathematik * Wendepunkte und Art der Extrema

1. Das Bild zeigt den Graphen der Funktionen
f(x) =x'—2x*+1.

a) In welchen Intervallen ist der Graph von f
linksgekrimmt? Bestétigen Sie das durch
geeignete Rechnung!
b) Bestimmen Sie alle Hoch-, Tief- und .
Wendepunkte rechnerisch! -1 0
c) Die waagrechte Wendetangente schlie3t mit
dem Graphen von f eine Fldche mit dem
Inhalt A ein. Berechnen Sie A.

2. Das Bild zeigt den Graphen der Funktion
1
f(x)==-(x*+x*-3x?
09 =2+ )

a) Bestimmen Sie alle Nullstellen, und
berechnen Sie alle Hoch-, Tief- und
Wendepunkte.

b) Bestimmen Sie die Gleichung der
beiden (eingezeichneten) Wendetangenten.

c) Der Graph von f und die beiden
Wendetangenten schlie3en eine
Flache mit dem Inhalt A ein.

Berechnen Sie A.

3. Das Bild zeigt drei Graphen der Funktionenschar 1 y
f.(xX)=x"+k-x> mit keR. 21
a) Bestimmen Sie alle Nullstellen von fy .
b) Bestimmen Sie alle Hoch-, Tief- und 1T
Wendepunkte in Abhéngigkeit von k.

c) Geben Sie zu den drei abgebildeten Graphen
die zugehorigen Werte fur k an.

d) Bestimmen Sie die Gleichungen der
Wendetangenten in Abh&ngigkeit von k.

e) Zeigen Sie, dass die Graphen von fi und
f zueinander achsensymmetrisch liegen.

f) Peter behauptet: Es gibt ein keR, so dass sich die Wendetangenten der Graphen von

fk und fy rechtwinklig schneiden. Priifen Sie Peters Behauptung.




Q12 * Mathematik * Wendepunkte und Art der Extrema

1.a) f(x)=x"—2x*+1 = f(x)=4x*-6x*> und f’(X) =12x*>-12x =12x(x-1)
f"X)=0 < x,=0 ; x,=1 und f"(X)<0 < x€]0;1[
Gt ist linkgekrimmt < f7(X) >0 < xeR\[0;1]
b) waagrechte Tangenten: f(x) =0 < 4x°-6x°=0 < 2x*(2x-3) =0
< X=0;%x,=15undy, =1, y,=-11/16
f7(0)=0 also keine Aussage uber Art des Extremums méglich.
f'(x) = 2x*(2x —3) dndert an der Stelle x;=0 das Vorzeichen nicht, d.h. es liegt an der

Stelle x;=0 ein Terrassenpunkt TP(0/1) vor.

Bei x, =1,5 andert f'(x) das VVorzeichen (von - auf +), d.h. es liegt ein Tiefpunkt vor.

Dies bestatigt auch die Ableitung von f, dennesgilt (1,5 =9 > 0 .-
c) Die beiden Wendepunkte sind (0/1) und (1/0); WP(0/1) ist Terrassenpunkt.

Die waagrechte Wendetangente lautetalso y=1.

Schnittpunkt von waagrechter Wendetangente und Graphvon f : f(x) = 1

oS x-2%=0< xX*(x-2)=0 < x,=0 oder x,=2

2 2 5 472
A=[1-f(Qdx =[x +2¢dx =| ~"= + __32.8-18
) ) 5 2] 5

X2

2.2 f(X)=0 < ?-(x2+x—3)=0©x2=0 oder xX’+x-3=0 <

xy2=o;x3,4=%-(—1¢,/12—4.1.(—3))=%-(—1¢a/13) . also x,~-2,3 und x,~13

f’(x)=%~(4x3+3x2—6x) und f(x) =0 < g-(4x2+3x—6)=0 < x,=0 oder
4x*+3x-6=0 < x,=0 oder xs,ezé-(—3ia/9—4-4-(—6)):%(—314105)
Xs~ 0,91 und X ,~—1,66

f"(x):%-(12x2+ 6x —6) =3-(2x*+x —1) , also

f'(xs) = 4,7>0 ; also TIP1(xs/ys) = TIR(0,91/-0,52) und
f'(X¢) = +8,55>0 ; also TIP, (xs/Ye) = TIP,(-1,66/— 2,62)

f(x) = %-(12x2+ 6X —6)=3-(2x*+x —1) und f"(x)=0 <

X, = %( 1+ [1-42.(D) = %-(—u 3) , dh. x,=0,5 und x, =1
Da f(x) an den Stellen x7und Xg das VVorzeichen wechselt, liegen bei x7 und Xg

Wendestellen vor. WPl(% / —%) und WP,(-1/ -1,5)
b) £(0,5) = —g =m, ; blaue Wendetangente: y = —%x +t WP, eingesetzt liefert

S 71 +t = t= > also y= —Zx + > far die blaue Wendetangente;
8 2 32 8 32



f'(-1) = 2,5=m, ; grine Wendetangente: y=2,5x+1t, WP, eingesetzt liefert
-15=25-(-1)+t, = t,=1 also y=2,5x+1 flrdie griine Wendetangente;
c) Schnittpunkt S der Wendetangenten:

7 5 5 27 27 1 3
——X+—==-X+1 > —X=—— = X;=—— (und yg=-)
8 32 2 8 32 4 8
Xs 0,5
A= I2,5x+1—l~(x4+x3—3x2) dx + I—Zx+£—1~(x“+x3—3xz) dx =
: 2 ;8" 32 2
5 X xt x e T 5x Xt xt X
4 0 8 2|, 16 32 10 8 2 |
4
6L 1, 13 191, 243 243 243
2560 40 640 2560 2560 2560 1280

3.a) f.(X)=0 < x*(x+k) =0 < x,=0 (dreifache NSt.) ; x,=—k
b) f,"(x) = 4x>+ 3k-x* = x*-(4x+3K) ; f,”(X) =12x°+ 6k-X = 6X-(2X +K)
27 .,

Extrema: f'(X) =0 < x*-(4x+3k) =0 < xl:O;x3:—% und yl:O;ysz—%k

Beachte: Bei x, &ndert f,"(x) das Vorzeichen nicht! Dort liegt damit kein Hoch- bzw.

Tiefpunkt (sondern ein Terrassenpunkt).

. ., 3k 9k*> 6k-3k 9 : 3k, 27
f(x,)=f"(-=)=12.— - ——="K*>0 also Tiefpunkt (—=— / ——Kk*
< (%) =170 16 1 2 punkt (——= / ——<K)
. k k*
Wendepunkte: f,7(X) =0 < 6x:(2x+k)=0 < x,=0 ; x4:—§ und y4=—E
Da f7(x) bei x; undauch bei x4 das Vorzeichen wechselt, hat der Graph

4
die Wendepunkte (0/0) und (_g/_ll(_G)
c) Blauer Graph: k=2 ; griiner Graph: k=-2 ; roter Graph: k=-1
d) Die Wendetangente durch (0/0) hat die Gleichung y =0 (das ist die x-Achse)
k* k® ‘SRS

k k
Wendetangente durch (——/——) : m=f'(-——=)=4(-—)+3k-— = —
g T S = Ak =

k® _ k, k', . .
Wendetangente y=7x+t ; (_E/_E) eingesetzt liefert

4 3 4 3 4
_K = k—-(—5) +t = t= K ; also Wendetangente y=—Xx+ K
16 4 2 16 4 16
e) f . (X)=x*—k-x* und f (-x)=(—x)"+k-(—x)° =x*-k-x* =f_ (X)
Wegen f, (—x) =T ,(x) liegen die Graphen von fi und fi zueinander achsensymmetrisch.
f) Da rechtwinkliges Schneiden mit der x-Achse nicht mdglich ist, kann Peter nur die beiden
3 4 1,\3 AL 3 4
Wendetangenten y = k—x + K (far k) und y = (k) X + (k) =— k—x + K (far —k)
4 16 4 16 4 16
meinen. Sollen diese beiden Wendetangenten zueinander senkrecht stehen, dann muss gelten:

3 3
m.-m_,=-1 also kT(_k?):_l o k=16 & ky, ==+ {16 =+ 3[4 ~+£159




